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CLASA a IX-a — solutii si bareme

Problema 1. Pe latura (BC) a triunghiului ABC se considera punctele
Dsi E, cuD intre B si E.

Despre un punct R al segmentului (AF) vom spune ca este remarcabil
daca dreptele PQ si BC sunt paralele, unde {P} = DR N AC, iar {Q} =
CR N AB. Despre un punct R’ al segmentului (AD) vom spune c& este
remarcabil daca dreptele P'Q’ si BC' sunt paralele, unde {P’'} = BR' N AC,
iar {Q'} = ER' N AB.

a) Daca pe segmentul (AFE) exista un punct remarcabil, aratati ca orice
punct al segmentului (AE) este remarcabil.

b) Daca fiecare dintre segmentele (AD) si (AFE) contine cate un punct
1+V5

2

remarcabil, demonstrati ca BD = CE = ¢ - DE, unde ¢ = este

numarul de aur.

Solutie. a) Aplicand teorema lui Menelau in triunghiul ABFE cu transver-

AQ BC ER A CE RA
sala @Q—R—C, obtinem ca QgC'ERA = 1, prin urmare Qg =30 ER’
Analog, aplicand teorema lui Menelau in triunghiul AFC cu transversala
P_R_D obti . AP DE RA

, obtinem cd 5= = =0 - T Av

AQ AP CE DE
PRIBC < 55 =56 < Be ~ b

em:

....................................................................... 2p
Aceasta relatie nu depinde de pozitia punctului R pe segmentul (AE),

ci doar de pozitiile punctelor D si E pe segmentul (BC'). Rezulta ca, daca
pe segmentul (AF) exista un punct remarcabil, atunci orice punct al seg-
mentului (AF) este remarcabil. ......... ... . i 2p

b) Notam cu z, y si z lungimile segmentelor BD, DFE, respectiv EC.
Conform celor de mai sus, pe segmentul (AE) existd un punct remarcabil
daca si numai daca

z y z y '



Analog se aratd ca pe segmentul (AD) exista un punct remarcabil daca
sinumai daca 22 = 42 F Y2, oo 1p
Scizand aceste egalitati, rezulta ci 2? —x? = y (z — 2) . Pentru a nu avea,

semne contrare in cei doi membri, se impune conditia x = z. Deducem ca

x
2?2 —ay—y?> =0,saut>—t—1=0,unde t = =~ > 0. Singura solutie pozitiva

a acestei ecuatii este t = ¢, de unde cerinta problemei. ................ 2p

Problema 2. Fie a si b doua numere reale din intervalul (0, 1), astfel
incat a este numar rational si

{na} > {nb}, oricare ar fi numarul natural n.

Demonstrati ca a = b.
(Am notat cu {z} partea fractionara a numarului real z.)

Solutie. Fie a = ]3, unde p si ¢ sunt numere naturale nenule, prime intre
q

ele, cu p < q.
Atunci 0 = {ga} > {¢b} > 0, prin urmare gb este un numar natural.

v v S v
Rezulta ca b = —, unde s este un numar natural nenul.

Considerand n = 1 in relatia din ipoteza, obtinem ca {a} > {b}, de unde
e 2p
Deoarece numerele p si ¢ sunt prime intre ele, existda un numar natural

nenul & astfel incat kp = 1 (mod q).

1 1
Pentru acest k avem {ka} = {k LU 2 Atunci - = {ka} > {kb} =
q q q

1
{k: . 8} , de unde rezulta ca numarul < k - 3 este egal fie cu 0, fie cu —.
q q q

.................................................................... 3p
S

Daca {k . } =0, atunci ¢ | ks; cum (g, k) = 1, inseamna ca ¢ | s, fals.
q

q
(q,k) = 1, inseamna ca q | p—s. Insa 0 < p—s < ¢, asadar p — s = 0.
Rezultaca p=s, prin urmare a = b. ..., 2p

1
Daca {k’s} = —, atunci ks = 1(mod q), asadar g | k(p — s); cum
q

Problema 3. Determinati functiile f : R — R cu proprietatea ca

(f(@)—y)- flz+ fv) = f(@*) —yf(y),



oricare ar fi numerele reale x si y.

Solutia 1. Consideram afirmatia

P(z,y): (f(x) —y) - fl@+ f(y) = f@®) —yfly),

adevarata pentru orice valori ale numerelor x si y.
In rezolvarea problemei ne vom baza pe urmatoarea

Lema. Daca existd doua valori reale distincte y; # yo astfel incat
f(y1) = f(y2) = k, atunci f este functie constanta: f(r) = k, pentru
orice numar reale .

Intr-adevir, considerand P(z,y1) si P(x,y2), obtinem relatiile (f(x) —
y1)-f(x+k) = f(2?)—kyy, respectiv (f(z)—y2)- f(z+k) = f(2?)—kys. Prin
scadere, acestea conduc la (y1 —y2) f(z+k) = k(y1 —y2), adica f(z+k) =k,
pentru orice numar real x. Astfel, functia f este constanta....... 2p + Din
P(0,0) deducem ca f(0)- f(f(0)) = f(0). Sa presupunem ca f(0) = 0.

In cazul in care existd doud valori reale distincte y1 # yo astfel incat
f(y1) = f(y2) = k, atunci f este functie constanta (conform Lemei): f(z) =
0, pentru orice nUMAr real ...... ...t 1p

In caz contrar, pentru orice y; # y» avem ci f (y1) # f(y2). Considerand
P(0,y), deducem ca —yf(f(y)) = —yf(y), deci f(f(y)) = f(y) pentru orice
y real. Din presupunerea facuta conchidem ca f(y) = y, pentru orice numar
real y, asadar f este functia identica a multimii R...................... 2p

Daca f(0) # 0, rezulta ca f(f(0)) = 1. Din P(1, f(1)) deducem f(1) =
1) F(F),

Daca f(1) = 0, egalitatile P(1, f(0)), P(2,1) si P(2,4) conduc la f(2) =
1, f(4) =0, respectiv —3 = 0, contradictie. Deducem ca f(f(1)) = 1.

Astfel, atat in cazul f(0) # f(1), cat si in cazul f(0) = f(1) putem
aplica Lema; obtinem ca f este functie constanta: f(x) = 1, pentru orice
numar real z.

Toate cele trei functii gasite verifica relatia din ipoteza. ............ 2p

Solutia 2. Consideram afirmatia

P(z,y) : (f(x) —y) - fl@ + f(y)) = £(®) = yf (),
adevarata pentru orice valori ale numerelor reale x si y.
Din P(0,0) deducem ca f(0) - f(f(0)) = f(0).
Daca f(0) = 0, din P(0,y) si P(z,0) obtinem f(f(y)) = f(y) (1), respec-
tiv f2(x) = f(2?) (2), pentru orice numere reale x si y. Apoi, P(—f(y),y)



conduce la yf(y) = F(f2@) 2 [FF@)2 L £2(), deci yf(y) = F2(y).

Deducem ca f(y) = y, oricare ar fi numarul real y cu f(y) #0.......... 3p
Daca ar exista a # 0 cu f(a) = 0si b # 0 cu f(b) # 0, din P(b,a)

obtinem (f(b) —a)- f(b) = f(b?) ® f2(b), deci (b—a)b = b2, adicd —a-b = 0,
contradictie. Deducem ca f(x) = 0, pentru orice numar real z sau f(x) = z,
pentru orice NUMATr Teal . .. ........iuttiiiiiiiiiiaaas 1p
Daca f(0) # 0, rezulta f(f(0)) = 1. Din P(1, f(1)) deducem f(1) =
f(@) - fOF(L)).
In cazul in care f(1) = 0, egalitatile P(1, f(0)), P(2,1) si P(2,4) conduc
la f(2) =1, f(4) =0, respectiv —3 = 0, contradictie. Asadar f(f(1)) = 1.

Din P(0,1) si P(—1,1) obtinem f(1) = 1, respectiv f(—1) = 1. Pentru
real, din P(z,1) deducem (f(z) —1)- f(z +1) = f(2?) — 1, iar din P(x, —1)
obtinem (f(z)+1)- f(z+1) = f(2?)+ 1. Prin sciaderea acestor doua relatii,
rezulta ca f(x + 1) = 1, pentru orice numar real x. In concluzie, flx)=1
pentru orice numar real x.

Toate cele trei functii gasite verifica relatia din ipoteza. ............ 2p

Problema 4. Fie a un numar natural nenul dat. Consideram sirul

(Jr:n)n21 definit prin z,, = , oricare ar fi numarul natural nenul n.

14 na
Demonstrati ca, oricare ar fi numarul natural k¥ > 3, exista numere
naturale nenule n; < ng < --- < ny astfel incat numerele z,,,, Tp,, ..., Zn,

sa fie termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.
Solutie. Vom demonstra cerinta prin inductie dupa k.
Observam ca

1 1 2
1+ma+ (14 ma) (1 +2ma) 1+ 2ma’

prin urmare exista o progresie aritmetica formata din trei termeni ai sirului:

Timy L2my LoUm2aBme ++ v v vt et et et 2p
Presupunem ca existda £ numere naturale nenule nqy < no < -+ < ny
astfel incat numerele x,,,, Zp,, ..., Z,, sa fie termeni consecutivi ai unei pro-
gresii aritmetice. Considerand y = 2x,,, — Zp,, numerele y, Ty, Tny, ..., Tn,
sunt in progresie aritmetica (in numar de k + 1).
Avem:
y 2 1 1+ pa 1+ pa

- l+na 1+nsa (1+mn1a) (14+mn2a) 14 (ny +ng +ninga)a’



UNAE P = 2700 — Ul ettt ettt e e 2p
Rezulta ca

) Tny Tno Ty,
1+pa’ 1+pa’ 1+pa’ " 1+ pa
sunt k + 1 termeni Ty, Ting, - - -5 Ty, al sirului (z,),5-

Acestia sunt in progresie aritmetica, deoarece atunci cand impartim ter-
menii unei progresii aritmetice printr-un numar real nenul, obtinem tot o
progresie aritmetica.

In plus, avem m; < mg < - -+ < My41, pentru ci sirul (@), > este strict
monoton. Cu aceasta, demonstratia este completa. .................... 3p



