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CLASA a X-a — solutii si bareme

Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

3log5(533—10) _9— 5—1+log3 T

Solutie. Observam ca ecuatia are solutiile 1 = 3 si 2 = 27; aratam ca ea nu mai are si

alte SOIULIL . .. ..o 2p
Continuarea A. Folosind proprietatile logaritmilor, ecuatia devine 15 - 3logs(z=2) — 10 4
5837 adicd 15(x —2)19853 = 104+ 219835 cum > 2 ... . 3p

Deoarece logg 5 > 1 si 0 < logs 3 < 1, functia 2 < x + 15(x — 2)1°853 este strict concava,
far functia 0 < x +— 10 + 7'°83° este strict convex, deci functia f : (2,00) — R, f(z) =
15(z — 2)19853 — 10 — 21835 este strict concavi, iar ecuatia are cel mult dou solutii. ... .. 2p

Continuarea B. Din conditia de existenta a logaritmilor avem x > 2. Observam ca functia
f:(2,00) = (0,00), f(z) = 31°98552=10) este inversabild, avand inversa f~'(z) = 510%5&,

iar ecuatia din enunt devine f(z) = f7H(Z) .o erriiii 1p
Deoarece f este strict crescatoare, ecuatia din enunt este echivalenta cu f(x) = z, adica
3108552 =10) — - san 10gs (52 — 10) = 1083 T « oo e e e 1p
Dacé logs (52 — 10) = logg @ = ¢, atunci z = 3" = L(5' + 10), ceea ce este echivalent cu a
rezolva ecuatia 5 - 3t = 5! 4 10, sau 5 = (%)t + 10 (%)t, cut>logs2.......oiii 1p
Deoarece functia g : (logg 2,00) = R, g(t) = (%)t +10 (%)t este strict convexa, fiind suma
de functii strict convexe, ecuatia g(t) = 5 admite cel mult doud solutii................... 2p

Problema 2. Consideram pentagonul inscriptibil ABCDE in care AB = BC = CD
si centrul de greutate al pentagonului coincide cu centrul cercului circumscris. Aratati ca
pentagonul ABCDFE este regulat.

Centrul de greutate al unui pentagon este punctul din planul pentagonului al carui vector
de pozitie este egal cu media aritmetica a vectorilor de pozitie ai varfurilor.

Solutie. Consideram un reper ortonormat cu centrul in centrul O al cercului C circum-
scris pentagonului ABCDE, cu unitatea de lungime egala cu raza cercului C si cu axa reala
mediatoarea segmentului BC. Fie zx afixul punctului X in acest reper.

Deoarece AB = BC = CD, avem ZAOB = /BOC = ZCOD = 2a € (0 2”). Reiese

)
ca afixele varfurilor pentagonului sunt z4 = cos3a + isin3a, zp = cosa + is?n a, zo =
cosa —isina, zp = cos3a — isin3a si zg = cos S+ isinf, cu € (3a,2mr —3a)......... 2p
Daca centrul de greutate al pentagonului coincide cu O, atunci z4+z2p+z2¢c+2p+25 = 0,
de unde obtinem cos 8 4+ 2cos3a+2cosa=0sisinS=0...................i 1p

Rezulta f =7, —sina + 2sin acos 3a + 2sinacosa = 0 (prin inmultire cu sin ) si, prin
transformarea sumelor in produse, SiIN4a = SINQ ... ovvii e 2p



Cum 0 < a < 4a < :,:T, deducem da = m — a, deci @ = ¥ de unde LZAOB = ZBOC =
/COD = /DOFE = /EOA = £, adica ABCDE este pentagon regulat ......... ... ... 2p

Alta solutie. Consideram un reper ortonormat cu centrul in centrul O al cercului C cir-
cumscris pentagonului ABCDE, cu unitatea de lungime egala cu raza cercului C si cu axa
reald OA. Fie zx afixul punctului X in acest reper.

Deoarece AB = BC = CD, avem LAOB = ZBOC = ZCOD. Reiese ca afixele varfurilor

pentagonului sunt 24 = 1, 25 = 2, 20 = 22, z2p = 2° sl zg = w, cu 2z = cosa + isina,

ae(O,%’T) siw=1cosB+isinf, B E (BO,2T) «.nruiii 2p
Daca centrul de greutate al pentagonului coincide cu O, atunci z4+zp+2c+2p+2g =0,

de unde obtinem 1+ 2 4+ 22 4+ 23 4 W = 0. ..ottt 1p
Obtinem w = 1Z__Z14, de unde w = % si, folosind ww = 2Z = 1, deducem relatia
4 4

1Z = z3z(17_—1z) Il 2p

Efectuand calculele, obtinem (z - 1)(2 — 1) = 0. Singura solutie a acestei ecuatii avand
argumentul in (() 2“) este cos 2X + jsin 2°, deci ZAOB = /BOC = /COD = /DOEFE =
LZEOA = %&£ adica ABCDFE este pentagon regulat ...................................... 2p

Problema 3. Fie numarul natural n > 2 si F multimea functiilor f : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} pentru care f(k) < f(k+1) < f(k) + 1, pentru orice k € {1,2,...,n — 1}.

a) Determinati cardinalul multimii F.

b) Determinati numarul total al punctelor fixe ale functiilor din F.

Un punct fix al functiei f este un numar x € {1,2,...,n} astfel incdt f(x) = x.

Solutie. a) Numaram functiile din F cu f(1) = k, k = 1,n. Asociem fiecirui i = 2,n
numarul f(i) — f(i — 1) € {0,1}, cu restrictia ca pot fi cel mult n — k de 1. Aceasta aso-
ciere este bijectiva, iar posibilitdtile de a alege numerele 0 si 1 ca mai sus sunt in numar de

CO 4+ CL | +...+C"F (sunt posibilititile de a plasa 0, 1,2,..., n—kde1)......... 1p
n n—1

Rezultd |F| = kZl(C?L_l + g+ + CTF) = ZO(” —p)Chy =n- 2" — (n -
= p:

)Z nz*(”+1)2n2 ............................................................... 2p

b) Numaéram de cate ori apare punctul fix k la functiile din F, k = 1,n (acelasi punct fix
poate aparea la mai multe functii). Asociem fiecarei functii pentru care f(k) = k numerele

J) = fE=1) €40, 1, 6= 2 M e ettt 2p

Deoarece aceste numere pot fi alese fara restrictii, existd 27! posibilitati, deci fiecare

punct fix apare la 271 functii, iar > |Fix (f)|=n 2" 2p
feF

Alta solutie. Notam cu F, multimea din enunt, cu k, = |Fy| si cu s, = Z |Fix(f)]-

Pentru n = 2 avem kg = 3 si s2 = 4.

a) Observam ca daca f € Fpi1 si f(n) < n, atunci restrictia lui f la {1,2,...,n} este
o functie din F,,. Reciproc, orice functie din F,, poate fi extinsa la una din F,4; in doua
moduri, deoarece f(n+1) € {f(n), f(n)+ 1} . .o 1p

Pentru cazul f(n) = n+ 1 avem f(n+ 1) = n + 1 si apoi, parcurgand valorile f(n —
1), f(n—2),..., f(1), observam ca la fiecare pas f(k+ 1) — f(k) poate fi 0 sau 1, deci putem
construi f in 2"~! moduri. Asadar, avem recurenta kn41 = 2k, + 27=1 jar cum ko = 3,
obtinem K, = (4 1) - 2% 2 L 2p



b) Fie a;(n) numarul functiilor f € F, pentru care i € Fix(f). Atunci avem s, =
ai(n) + az(n) + ...+ ap(n).

Fie f € Fn41 o functie pentru care f(k) = k, pentru k < n. Atunci, folosind relatia din
ipoteza, avem:

fmM<fln=1)+1<...< f(k)+(n—k)=n.

Asadar, restrictia lui f la {1,2,...,n} este o functie din F,,, adica f se obtine dintr-o functie
din F,, careia ii este adaugata valoarea f(n + 1). Dar, cum f(n) < n, valoarea lui f(n + 1)
poate fi aleasd in doud moduri, ceea ce implica ag(n 4+ 1) = 2ax(n), pentru orice k < n...2p

Pentru a determina a,1(n + 1), observam ca f(n + 1) = n + 1, iar parcurgand valorile
f(n), f(n—=1),..., f(1), observam ca la fiecare pas f(k + 1) — f(k) este 0 sau 1, adica f se
poate construi in 2" moduri. Asadar, ap+1(n+1) =2" ... ... 1p

De aici avem recurenta s,41 = 2s, + 2", iar cum s3 = 4, obtinem s,, =n - on—b oo 1p

Incd o solutie. Observam ca daca f(¢) = £ = f(£ — 1), atunci nu exista puncte fixe ale
functiei f € F mai mici decat ¢. De asemenea, daca f(¢) = ¢ = f(¢ + 1), atunci nu exista
puncte fixe ale lui f € F mai mari decat ¢. De aici deducem ca punctele fixe ale unei functii
f € F formeaza o multime de k numere consecutive {¢,¢/+1,... .0+ k—1}............. 1p

Caracterizam functiile din f care au & < n — 2 puncte fixe.

Pentru 2 < £ < n—k avem f({ —1) = {¢si fl+k) = ¢+ k—1. Acum pentru
{f(1), f(2),..., f(£ —2)} avem 2°=2 moduri de a construi functia f, iar pentru {f(¢ + k +
1),..., f(n)} avem 2"~“=% moduri de a construi functia f, adica avem in total 2"~*=2 moduri
de a construi functia fIn acest caz........ ... ... i 1p

Pentru £ =1 sau £ =n — k+ 1 avem fixat doar inca un punct pe langa cele k puncte fixe,
deci f se poate construi in 2" *~! moduri. Asadar, avem in total (n — k + 3) - 2" *=2 functii
in F avand k£ < n — 2 puncte fixe. Pentru k = n — 1 puncte fixe avem doar doua astfel de
functii in F, iar pentru k = n puncte fixe avem o singura functie in F. .................. 1p

a) Din cele de mai sus deducem

n—2 n—2 n—2
Fl=3+> (n—k+3)- 2" "2 =343 2" 4y (n—k—1)2"7F2 sz
k=1 k=1 k=1
n—3
+Y (k4128 =2"—14(n—-1)-2"%-2" 4 1=(n+1)-2"%...2p
k=0

b) In mod similar, deducem:

> |Fix(f ]-3n—2+an—k+3) k2 —pyonmt 2p
JeF k=1
Problema 4. Consideram un numar natural n > 3, multimea S = {1,2,3,...,n} si

multimea F a functiilor de la S la S. Vom spune ca o multime G C F este generatoare pentru
multimea H C F daca orice functie din H se poate reprezenta ca o compunere de functii din
g.

a) Fie functiile a: S — S, a(n—1) =n, a(n) =n—1sia(k) = k pentru k € S\ {n—1,n}
sib: S — S,bn)=1sibk) =k+1pentru k € S\ {n}. Aratati cd {a,b} este o multime
generatoare pentru multimea B a functiilor bijective din F.

b) Demonstrati cA numéarul minim de elemente pe care le are o multime generatoare a lui

F este 3.



Solutie. Vom nota cu fg functia fog (unde f,g € F) si cu (i1, 42, ...,%,) functia f : S — §
datd de f(i;) =ij41, 7 =1,p—1, f(ip) = i1 si f(x) = x pentru x # i1,...,ip (unde i1, ..., 1)
sunt p > 2 elemente distincte din 5).

a) Rationam prin inductie dupa n. Pentru n = 3, B = {a,a?b,b* ab, ba}.

Presupunem acum ca proprietatea este adevarata pentru un n > 3 si aratam ca este
adevarata si pentru n + 1. Fie f : SU{n+1} - SU{n+ 1}, f(n+1) = msid,V :
SuU{n+1} - SU{n+ 1} analoagele lui a, respectiv b. Atunci ((t/)""™*f)(n+1) =n+1,
deci restrictia lui g = (¥')"~™T!f la S se poate scrie ca o compunere de a si b; avem f = (b')™g
8 JE T 1p

Avem (b'a’)(n+1) = n+1 si restrictia lui b'a’ la S este b. In plus, ((6')"a’b)(n+1) =n+1
si restrictia lui (b')"a’d’ la S este a. Atunci, din (1) reiese cd f se poate scrie ca o compunere
de @ Sl b oo 1p

b) Aratam ca, dacd G este o multime generatoare pentru F, atunci |G|>3.

Daca G are cel mult doua elemente f, g, atunci:

e daca f si g sunt bijective, atunci G nu poate genera decat functii bijective;

e daca f si g nu sunt bijective, atunci ele nu sunt surjective, deci G nu poate genera decat
functii nesurjective;

e daca (de exemplu) f este bijectiva si g nu este bijectiva, atunci functiile bijective gene-
rate de G sunt ", n € N*, In acest caz G nu poate genera atat a cat si b, deoarece ab # ba,

pecand [ P = [P Vm, P € NF 2p
Aratam ca o multime generatoare pentru F este G = {a,b,c}, unde ¢: S — S, c(k) =
pentru k € S\ {n}sic(n) =n— 1 . 1p

Dovedim ca orice f € F se scrie ca o compunere de a, b, ¢ prin inductie descendenta, dupa
numarul de elemente din imaginea lui f. Daca |[Im f| = n, atunci f este bijectiva si folosim
a).

Presupunem ca afirmatia este adevarata pentru orice f cu |Im f| =k, unde 1 <k <msio
dovedim pentru un g arbitrar, cu |Im g| = k — 1. Deoarece g nu este injectiva, exista u,v € S,
u # v si o functie bijectiva r astfel incat Im gr = {1,2,...,k—1} si (gr)(u) = (g97)(v) = k—1.
Fies: S = S, s(n—1) = u, s(n) = v si s(r) = z pentru x # u,v. Consideram functia
h:S— S, h(z)=(grs)(x) pentru x < n —1si h(n) = k. Atunci [Imh| = k, deci h se scrie
ca o compunere a functiilor a, b, ¢, iar grs = he, deci g = hes™r~! se scrie ca o compunere
a functiilor @, b, c..... 2p



