OLIMPIADA NATIONALA DE INFORMATICA, ETAPA NATIONALA
CLASA A VIII-A
DESCRIEREA SOLUTIILOR

COMISIA STIINTIFICA

ProBLEMA 1: CASTEL
Propusd de: stud. Sebastian Popa, Universitatea din Bucuresti

Problema se rezumad la a afla dacd, din N + 1 dreptunghiuri date, putem alege N care sd aiba
intersectia nevida.

Subtask 1: Se foloseste o matrice pentru a simula intersectiile dreptunghiurilor in complexitate
O(N VAL,MAXz), unde VAL_MAX este maximul coordonatelor dreptunghiurilor.

Subtask 2: Se elimind, pe rand, fiecare dreptunghi, si se face intersectia celor ramase. Com-
plexitatea obtinuta este O(N?).

Solutia oficiala: Se observa cd intersectia a doua dreptunghiuri ce au laturile paralele cu
axele de coordonate este fie un dreptunghi, fie multimea vida. Astfel, intersectia a doud drep-
tunghiuri (x1,y1, x2,¥2) si (x3,Y3, X4, ya) este un dreptunghi (x5, ys, X6, Ys) cu x5 = max(x1,x3),
ys = min(y1,ys), X6 = min(xa,x1), Yo = max(y2,ya). Dacd x5 > x4 sau ys > ys, intersectia
celor doud dreptunghiuri este, de fapt, multimea vida.

Observam cd intersectia dreptunghiurilor este comutativa si asociativd. Construim doi vectori
auxiliari pre si suf astfel: pre[i] este egal cu intersectia dreptunghiurilor 1,2, ...,7, iar sufli]
este egal cu intersectia dreptunghiurilor 7,7 4+-1,..., N 4+ 1. Dacéa v; este al i-lea dreptunghi,
pre[l] = vy si pre[i] este egal cu intersectia dintre pre[i — 1] si v; pentru i > 1. Analog se
calculeaza suf.

Asadar, pentru a gdasi punctele ce apartin intersectiei a cel putin N dreptunghiuri excludem
pe rand céate un dreptunghi si calculdm, in timp constant, intersectia celor ramase. Pentru
1 <i < N +1, intersectia obtinutad prin eliminarea dreptunghiului v; este egala cu intersectia
dintre pre[i — 1] si suf[i + 1]. Se procedeazd asemdnitor si pentru i = 1sii = N + 1. Pentru
tiecare intersectie nevida gasitd alegem punctul din stdnga-jos al dreptunghiului obtinut
(deoarece toate coordonatele sunt pozitive, deci acela este cel mai apropiat de origine) si
compardm cu un minim global.

Complexitatea obtinuta este O(N).

Solutie alternativd: O altd solutie, tot in O(N), porneste de la urmatorul rationament.
Intersectia tuturor dreptunghiurilor, daca existd, este un dreptunghi de coordonate (a,b) —
(c,d). In particular,

a=max{a|l <k < N+1}

Cum se modifica aceastd coordonatd dacd elimindm al i-lea dreptunghi? Daca a; # a, atunci a
nu se modificd. In schimb, daca a; = a, atunci a capatd valoarea celui de-al doilea maxim al
multimii {a; }. Similar rationdm si pentru ceilalti trei parametri ai intersectiei, b, ¢ si d.

Algoritmul calculeaza primele doua maxime sau minime pentru fiecare dintre cei patru
parametri: max{ay }, min{b;}, min{cx}, max{d;}. Apoi elimini fiecare dreptunghi pe rand si
determind in O(1) intersectia (vidd sau nu).
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ProBLEMA 2: KTH

Propusi de: stud. Andrei Onut, Universitatea Yale, S.UL.A.

Subtask 3: Fie: Max = valoarea cea mai mare a unui element din sirul V dat = max(V;),
unde: 1 < i < N. Din restrictia 1 < V; < 2000, pentru fiecare i: 1 < i < N, deducem ca
1 < Max < 2000.

Fiecare intrebare dintre cele Q va fi rezolvatd imediat dupa citirea valorii poz corespunzdtoare,
astfel:

(1) Se initializeaza un tablou unidimensional de frecventd/numadrare cnt[1, ..., Max|. La
inceput, cnt[x] = 0, pentru fiecare x: 1 < x < Max.

(2) Se itereaza cu ajutorul unui indice j (unde: poz < j < poz 4 L — 1) prin secventa
de L elemente pentru care trebuie sa dam rdspunsul la intrebare. Cand se ajunge
in dreptul valorii Vj, vom marca corespunzator o noud aparitie in tabloul cnt, astfel:
cnt[Vj] = ent[V;] + 1.

(3) Dupd aceastd traversare (prin exact L elemente): cnt[x] = [de cate ori se gdseste valoarea
x in secventa Vyoz, . - ., VpozL—1]. Acest numar este egal cu 0 in cazul in care nu existd
niciun indice y: poz <y < poz + L — 1, pentru care V, = x.

(4) Pentru a gasi rdspunsul la intrebare, dorim sa gasim cea mai mica valoare val, pentru
care se intampla: cnt[val] > 0 (ne asigurdm cd val existd in secventa de lungime L
corespunzitoare intrebdrii curente) si: cnt[1] 4 cnt[2] + ... + cnt[val] > K. Acest pas
poate fi efectuat printr-o parcurgere liniard a tabloului de frecventa cnt.

Complexitatea totald a algoritmului este: O(N + Q x (L + Max)).

Subtask 5: Intrucat 1 < V; < 23, pentru fiecare i: 1 < i < N, Inseamnd cd, pentru fiecare
dintre cele Q intrebdri rdspunsul este un numar din multimea: {1,2,3,...,22,23}.

Astfel, putem considera urmétorul tablou bidimensional (de sume partiale): num|x|[i] = [cate
elemente din multimea {V;,V,,...,V;_1,V;}, adicd din prefixul [1,7] din sir, sunt egale cu
numdrul intreg x], pentru fiecare x: 1 < x <23sii: 1 <i < N. (Se considera: num|x][0] = 0.)

Prin urmare, pentru a raspunde la o intrebare, trebuie, din nou, sd determindm cea mai mica
valoare val (1 < val < 23), pentru care: (num[val|[poz + L — 1] — num[val|[poz — 1]) > 0 si:

val

Y (numli][poz + L — 1] — numli][poz — 1]) > K.

i=1
Aceastd metoda poate fi implementata testind, pe rand, fiecare valoare posibild pe care val o
poate lua; sunt cel mult 23 de astfel de valori.

Complexitatea totald a algoritmului este: O(N x 23+ Q x 23) = O(23 x (N + Q)).

Subtask 6: O solutie care garanteaza trecerea cu succes a tuturor testelor, de exemplu, se
poate baza pe metoda [mpdrtirii in buciti de mirime sqrt(n) (Sqrt Decomposition in Englezd); in
Romania, aceastd tehnicd mai este cunoscutd si sub numele de Smenul lui Bogdan Batog si puteti
citi mai multe pe infoarena.ro. Tehnica aceasta va fi utilizatd pentru o mai eficientd procesare
a, In esentd, unor tablouri unidimensionale de frecventa /numarare.

De asemenea, vom alege sa pre-procesim (inainte de a citi numarul Q din fisierul de intrare)
raspunsul pentru fiecare pozitie de inceput posibild poz a unei secvente de lungime L. Sunt
exact N — L + 1 astfel de pozitii de inceput.

De remarcat! Pentru a evita procesarea de numere/valori negative, putem creste valoarea
tiecdrui element din sirul V' cu un numar intreg constant; de exemplu, putem creste cu 50001
fiecare element: V; = V; 450001, pentru fiecare i: 1 < i < N. Acum, elementele din sirul initial


https://www.infoarena.ro/multe-smenuri-de-programare-in-cc-si-nu-numai
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pot avea doar valori intregi pozitive cuprinse in intervalul [1,100001]. Cand se va efectua
afisarea unui raspuns, trebuie sd avem grija, la final, sd scidem din el aceastd constanta 50001.

Sa notdam: vMax = valoare maximad din sirul V, dupa ce fiecare element a fost crescut cu
valoarea 50001. De vreme ce [voMax]| < [+/100001| = 317, putem considera urmatorul
tablou unidimensional cu 316 elemente, numerotate incepand de la 1: t[i] = [cate valori
cuprinse intre ((i — 1) x 317 + 1) si min((i x 317),vMax) existd in sirul V in cadrul secventei
de lungime L: Vyoz, ..., Vpoz+1-1], pentru fiecare i: 1 < i < 316; cu alte cuvinte, elementul t[i]
(sau bucket-ul i) retine informatie despre valorile: ((i —1) x 317+ 1),...,min((i x 317),vMax).
Variabila poz reprezintd indicele cu ajutorul caruia efectudm pre-procesarea: 1 < poz < N — L+ 1.

Cand se realizeaza trecerea de la poz la poz + 1, avem grija sa stergem o copie a valorii Vy,,
si sd addugdm o copie a valorii Vyo, 1 In structura reprezentatd de t. Ambele operatii, atat
de stergere, cat si de addugare a unei valori x, pot fi realizate in O(1), prin modificarea

elementului corespunzitor: ¢[| 12¢ |].

Din nou, pentru a afla raspunsul pentru secventa curenta (din cadrul pre-procesirii) trebuie
determinatd cea mai micd valoare val (1 < val < 100001), pentru care t[j] > 0 si: t[1] + £[2] +
..+ t[j—1] 4+ t[j] > K, unde: j = L%J Aceastd operatie poate fi efectuatd in O(v/vMax).

Complexitatea totald a algoritmului este: O(N x voMax + Q).

Solutie alternativa (Prof. Ciurea Stelian): Iata si o solutie in O(N x log(L) + Q). Ea depinde
de existenta unei structuri de date care sa ne ofere operatii de inserare, de stergere si de aflare
a maximului si a minimului in timp logaritmic. Precalculdm intr-un tablou unidimensional
B raspunsurile la toate intrebdarile posibile. Astfel, B[i] va retine raspunsul pentru secventa
V[i...i+L—1] (pentrui: 1 <i < N—-L+1).

Vom procesa toate secventele de lungime L de la stinga la dreapta. Vom mentine elementele
secventei curente In doud grupe: in grupa 1 cele mai mici K elemente, iar in grupa 2 cele mai
mari L — K elemente. In acest caz, raspunsul la intrebare este valoarea maxima din grupa 1.
Acum, presupunand cd am calculat aceste doud grupe pentru secventa care incepe la pozitia i,
vom determina cele doud grupe pentru secventa care incepe la pozitia i + 1. Pentru aceasta,
observam ci secventa care incepe la i + 1 contine in locul valorii V[i] valoarea V[i + L]. In
concluzie, vom sterge valoarea V[i] din grupa in care se afld si vom insera in grupa potrivitd
valoarea V[i + L]. Pentru a determina grupele in care facem stergerea, respectiv inserarea, vom
compara fiecare dintre cele doud valori cu maximul din grupa 1; dacd sunt mai mici, stergerea
si inserarea se vor face in grupa 1, altfel in grupa 2. Observatie: daca stergerea si inserarea se
fac in grupe diferite, atunci marimile celor doud seturi vor devia de la cele dorite (K si L — K).
Putem reechilibra grupele transferand, dupa caz, maximul grupei 1 in grupa 2 sau minimul
grupei 2 in grupa 1.

Pentru prima secventd, cele doud grupe trebuie construite in mod diferit. O varianta este sa
inserdm primele K valori in grupa 1, apoi pe celelalte L — K sd le inserdm cu reechilibrarea
grupelor. O altd varianta este sd inserdm pur si simplu toate valorile in grupa 1 si s facem
reechilibrarea grupelor doar in momentele in care notam raspunsurile la intrebari.

O structurd de date care oferd aceste operatii este multiset, declaratd in biblioteca <set>. O
altd structurd este un heap, care insa trebuie implementat cu grijd, cdci varianta de baza nu
ofera stergerea unui element arbitrar, ci numai a maximului/minimului.

PROBLEMA 3: STRUGURI

Propusi de: prof. Marinel Serban, Colegiul National ”"Emil Racovitd”, lasi

Se utilizeaza principiul cutiei lui Dirichlet la fiecare tura (pentru gramezile ramase). O
demonstratie a acestuia se gdseste, de exemplu, pe Wikipedia.

Pentru a determina o secventd cu proprietatea din enunt vom considera sumele partiale:


https://ro.wikipedia.org/wiki/Principiul_lui_Dirichlet
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S1=m
So=a1 +ap

Si=m+a+...+a(i:1<i<n)

Sp=a1+ax+... +ay.
Avem doud cazuri:
e existd k cu Sy divizibil cu n, caz in care secventa cdutata este ay, ..., a;

e nu existi sume care s fie divizibile cu n. In acest caz sumele dau la impartirea la n
resturi ce fac parte din multimea {1,2,...,n — 1}. Cum sunt n sume si n — 1 resturi
posibile, conform principiului cutiei lui Dirichlet, rezulta faptul ca exista doud sume S,
si S; (p < q) care la impadrtirea la n dau acelasi rest. Deci S; — S, este divizibil cu n si
putem lua secventa Ap+1,---,0g

In functie de implementare se pot obtine timpi diferiti:

(1) implementat cu Dirichlet destept (cel mai rapid) — se calculeazd sumele la citire/refacere
si la detectarea unui rest 0 sau a unui rest care a mai apdarut se opreste procesul.

(2) implementat cu cdutare completd 0 in resturi apoi, dacd nu existd un rest 0, cdutarea a
douad resturi egale.

(3) implementat cu cea mai lunga secventa detectatd la fiecare pas (cele mai putine ture).
(4) implementat cu cea mai scurtd secventa detectatd la fiecare pas (cele mai multe ture).

Desigur, si aceste implementdri pot fi imbunadtdtite. De exemplu, la implementarile (2), (3), (4),
dupd detectarea a douad resturi egale procesul poate fi oprit.

Avand in vedere cd la cerinta 1 se cere secventa cea mai lungd, se poate deduce, dacd nu
se cunoaste principiul cutiei lui Dirichlet, cad exista o secventd de N numere a cdrei suma
este divizibild cu N. Utilizand aceasta idee se obtin pe rand secvente cu aceastd proprietate
(pentru valori diferite ale lui N). Cautarea unei secvente se poate face elementar, ludnd pe rand
intervale [st,dr] de lungimi N,N —1,N —2,... . in functie de implementare, se pot obtine
punctaje diferite.

Ecmira
Problemele pentru aceastd etapa au fost pregatite de:
e Prof. Serban Marinel, Colegiul National “"Emil Racovitd”, Iasi
e Prof. Ciurea Stelian, Colegiul National “Samuel von Brukenthal”, Sibiu
e Prof. Gorea-Zamfir Claudiu, Inspectoratul Scolar Judetean Iasi
e Prof. Coman Isabela, Colegiul National de Informatica “Tudor Vianu”, Bucuresti
e Prof. Manolache Gheorghe, Colegiul National de Informaticd, Piatra Neamt
e Prof. Anton Cristina, Colegiul National “Gheorghe Munteanu Murgoci”, Brdila

e Stud. Popa Bogdan loan, Facultatea de Matematicd si Informaticd, Universitatea
Bucuresti

e Stud. Popa Sebastian, Facultatea de Matematica si Informaticd, Universitatea Bucuresti
e Stud. Onut Andrei, Universitatea Yale, S.U.A.

e Prof. Lica Daniela, Centrul Judetean de Excelentd Prahova
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